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можность исследовать сходимость процедуры обучения ней-
ронной сети [2]. 
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ПОСТРОЕНИЕ КАНОНИЧЕСКОГО ЛИФТА ПОДМНОГООБРАЗИЯ ОДНОРОДНОГО 
ПРОСТРАНСТВА В СТРУКТУРНУЮ ГРУППУ ЛИ И В ЕЕ АЛГЕБРУ ЛИ 
 
Приведём основные факты теории вычислительного аппа-
рата метода построения канонического репера [1], [2]. 
Рассмотрим множество 1Q  всех n-мерных подпро-
странств, касательных к M в точке ( )epi . Наряду с множест-
вом 1Q  рассмотрим множество ( ){ }11e1 QdZ ∈= − pi . 
Множество 1Q  является H-пространством. Множество 1Z  
также является H-пространством, причем действие группы H 
в 1Z  индуцируется присоединенным представлением Ad. H-
пространства 1Q  и 1Z  изоморфны [6]. Отсюда, в частности, 
следует, что 
 
( ){ }111 aAdHaH  ′=′∈= . (1) 
Пусть { }r21 ,...,, ωωω  – базис пространства *☺ , дуаль-
ного к алгебре Ли ☺ группы Ли G, { }t21 ,...,, ωωω  – базис 
пространства 
*
1 ′ , дуального к 1 ′ , { }s21 ,...,, ωωω  – 
базис пространства 
*
 , дуального к  . При этом 
nst += . Тогда система Пфаффа, определяющая простран-
ство 1 ′ , будет иметь вид: 
 01t =+ω , 02t =+ω ,…, 0r =ω . (2) 
Найдем внешние дифференциалы форм системы (2): 
 0d 1t =+ω , 0d 2t =+ω ,…, 0d r =ω . (3) 
Введем индексы суммирования: 
r,...,2,1j,i = ; r,...,2s,1s, ++=τσ ; 
r,...,2t,1t, ++=µε ; 
1s,...,2,1c,b,a = ; t,...,2,1,, =γβα ; 
s,...,2s,1sl,q,p 11 ++= ; t,...,2s,1s, ++=δρ . 
Разложим внешние дифференциалы (3) по базису: 
 
ji1t
ij
1td ωωΛω ∧= ++ ,…, jirijrd ωωΛω ∧= . (4) 
Предположим, что подмногообразие ( )f,0  продолжа-
ется в пространство 
1
1 H
GM =  и 101 M:f →  – соот-
ветствующее продолжение, ( )( )fT 0f1  = , 
( )11e1 d  −=′ pi , ( )( )10f2 fT 1  = , ( )21e12 d  −=′ pi . 
Лемма 1 
[1], [2]
 
В формулах (4) равны нулю коэффициенты 
r
a
1t
a ,..., αα ΛΛ + ; r q,p1t q,p ,..., ΛΛ + . 
Следствие 1 
[1], [2] 
Система форм 
               




==
==
+
+
0d,...,0d
;0,...,0
r1t
r1t
ωω
ωω
         (5) 
эквивалентна системе 
;0,...,0 r1t ==+ ωω      (а) 
    .0,...,0 r1t =∧=∧ + ρ
ρ
ρ
ρ θωθω (б) 
 
 
(6) 
 
Пусть 1  – алгебра Ли группы 1H , тогда 
[ ]{ }111 ,vv  ′⊂′∈=  (7) 
Пусть N1 ⊕=′  , N12 ⊕=′  . 
Теорема 1 
[1], [2] 
Если выполняется условие 
[ ] 1, ′⊂NN , (8) 
то внешние дифференциалы 
1td +ω ,…, rdω  
обращаются в нуль в пространстве 2′ . 
Заметим, что условие (8) всегда выполняется для одно-
мерных подмногообразий (n=1), а также для подмногообра-
зий любой размерности в случае, когда группа Ли G является 
полупрямым произведением группы стационарности точки 
пространства M и абелевой группы, в частности, для всех 
евклидовых и псевдоевклидовых пространств. 
Используя лемму Картана, систему (6,б) на пространстве 
2′  можно переписать в виде [1], [2]: 
δ
ρδρ ωθ 1t1t A ++ = ,…, 
δ
ρδρ ωθ rr A= , 
а систему (5) в виде: 
01t =+ω ,…, 0r =ω ; 
0A 1t1t1t =−≡ +++ δρδρρ ωθΩ ,…, 0Arrr =−≡ δρδρρ ωθΩ . 
(9) 
Теорема 2 
[1], [2] 
Система 1-форм 
01t =+ω ,…, 0r =ω , 1t +ρΩ ,…, 
r
ρΩ  
(10) 
есть система форм Пфаффа, определяющая 
подпространство 2′ . 
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Теорема 3 
[1], [2] 
Система форм 
1t +
ρΩ ,…, rρΩ , t,...,1s +=ρ , (11) 
рассматриваемая как алгебраическая систе-
ма относительно форм 01s1 =+ω ,…, 
0s =ω , разрешима относительно этих 
форм. При этом получается выражение форм 
01s1 =+ω ,…, 0s =ω  через формы 
01s =+ω ,…, 0t =ω . 
Разрешив систему (11) относительно форм 01s1 =+ω ,…, 
0s =ω , найдем: 
 
ρ
ρ ωλω 1s1s 11 ++ = ,…, ρρωλω ss = . (12) 
Система (12) эквивалентна системе (11). Тогда систему (10) 
можно переписать в виде: 
01t =+ω ,…, 0r =ω , 01s1s 11 =− ++ ρρ ωλω ,…, 
0ss =− ρρωλω .  (13) 
Коэффициенты 
1s1 +
ρλ ,…, sρλ , t,...,1s +=ρ  называют-
ся дифференциальными инвариантами подмногообразия ( )f,0 , полученными при первом продолжении. Может 
быть, среди полученных дифференциальных инвариантов 
есть зависимость. Чтобы получить независимые инварианты 
первого продолжения, надо подействовать на подмногообра-
зие ( )f,0  преобразованием 1h  группы 1H . При этом, 
подмногообразие ( )f,0  перейдет в ( )fh, 10  , а под-
пространство 1  (а следовательно и 1 ′ ) не изменится (см. 
(1)), а подпространство 2  и соответственно 2′  изменит-
ся. При этом надо так подобрать элемент 1h , чтобы 2′  
привелось к возможно более простому виду. В соответствии с 
этим и система (10), определяющая 2′ , приведется к более 
простому виду и оставшиеся коэффициенты будут независи-
мыми дифференциальными инвариантами первого продолже-
ния. 
Замечание 1 
[2] 
Теорема 3 верна как при выполнении ус-
ловия QdimHdimHdim 1 =− , так и 
в случае 
11 HdimHdimQdim −> . (14) 
Рассмотрим теперь подмногообразие ( )10 f,  простран-
ства 
1
1 H
GM =  и применим к нему аналогичные рассуж-
дения. Пусть 
2
02 H
G:f →  – продолжение отображения 
1f  в пространство 
2
2 H
GM = , где 2H  – группа стацио-
нарности пространства ( )( )10f2 fT 1  = . Системой 
Пфаффа, определяющей 2′ , будет система (10). Продолжив 
ее и применив лемму Картана, придем, аналогично предыду-
щему, к системе Пфаффа, определяющей подпространство 
3′ , где ( )( )20f3 fT 2  = , ( )31e23 d  −=′ pi , 
2
2
2 aHa:H
GG: ֏→pi  – каноническая проекция. 
При этом получим новые дифференциальные инварианты. 
Выберем, как и выше, среди дифференциальных инвариантов 
независимые. При этом будем действовать преобразованиями 
группы 2H . 
Предположим, что повторив операцию продолжения 
1p +  раз, мы приведем группу стационарности пространст-
ва 1p+  к единице: eH 1p =+ . При этом получится систе-
ма Пфаффа, определяющая пространство 2p+′ : 
ρ
ρωλω 11 = ,…, ρρωλω ss = , 01t =+ω ,…, 0r =ω ,   (15) 
в которой все формы выражены через базисные формы 
01s =+ω ,…, 0t =ω . 
Определение
 Коэффициенты 
1
ρλ ,…, sρλ  называются 
дифференциальными инвариантами под-
многообразия ( )f,0  в точке ( )0f . 
При построении канонического репера в произвольной 
точке подмногообразия ( )f,0 , получим дифференциаль-
ные инварианты ( )01 xρλ ,…, ( )0s xρλ , 00x ∈ , являющие-
ся функциями. Эти функции определяют подмногообразие 
( )f,0  с точностью до преобразования группы G [2], и 
потому образуют полную систему дифференциальных инва-
риантов подмногообразия ( )f,0 . 
Чтобы получить канонический репер и дифференциаль-
ные инварианты подмногообразия ( )f,0  в произвольной 
точке ( )0fx  =∈ , нужно перейти от подмногообразия 
( )f,0  к подмногообразию ( )fa,0  , причем a выбрать 
так, чтобы ( )exa pi= . Возможен и второй путь, при кото-
ром по аналогии с вышеописанным непосредственно исполь-
зуются подпространства 
x1px1 ,..., +′′  . 
Таким образом, строить канонический репер и находить 
дифференциальные инварианты можно сразу для всех точек 
подмногообразия ( )f,0 . 
Определение
 
Систему (15) будем называть характери-
зующей системой подмногообразия ( )f,0 . 
Рассмотрим проблему эквивалентности подмногообразий 
однородного пространства H
GM = . 
Пусть заданы два подмногообразия ( )f,0  и ( )g,0  
пространства M. 
Определение
 Два подмногообразия ( )f,0  и ( )g,0  
однородного G-пространства M называ-
ются эквивалентными (или G-
эквивалентными), если существует эле-
мент Ga ∈ , что 
( ) ( )( )0a0 xfTxg =  00x ∈∀ . (16) 
Определение
 Подмногообразия ( )f,0  и ( )g,0  
однородного пространства M будем назы-
вать эквивалентными по образу, если су-
ществует элемент Ga ∈ , такой, что 
( ) ( )( )0a0 fTg  = . 
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Очевидно, что эквивалентные подмногообразия являются 
эквивалентными по образу. 
В [8] подмногообразию ( )f,0 , для которого возможно 
построение канонического репера, была сопоставлена цепоч-
ка подгрупп eH...HH 1p1 =⊃⊃⊃ + , названная типо-
вой цепочкой или типом подмногообразия ( )f,0 . Нетруд-
но видеть, что каждая подгруппа этой цепочки определена с 
точностью до сопряженности в группе G. 
Определение
 
Подмногообразия, имеющие одинаковые 
(с точностью до сопряженности) типовые 
цепочки, будем называть однотипными. 
 
Теорема 1 
[1] 
Подмногообразия, эквивалентные по обра-
зу, однотипны. 
С другой стороны, существуют однотипные подмногооб-
разия, не эквивалентные по образу. Например, эллипс и ги-
пербола на евклидовой плоскости. Таким образом, классифи-
кация подмногообразий по типам более широкая, чем по эк-
вивалентности. 
Имеет место следующий критерий эквивалентности под-
многообразий. 
Теорема 2 
[2] 
Два подмногообразия ( )f,0  и ( )g,0  
однородного G-пространства H
GM =  
эквивалентны тогда и только тогда, когда 
( ) ( )i*i* gf ωω ∧∧ = ,  (17) 
r,...,2,1i = , где iω  – базисные левоин-
вариантные формы на группе Ли G (т.е. 
базис в 
*
☺ ), а 
∧
f  и 
∧
g  – канонические 
лифты подмногообразий ( )f,0  и 
( )g,0 . 
Следствие 1 
[2] 
Подмногообразия ( )f,0  и ( )g,0  
однородного G-пространства M эквива-
лентны тогда и только тогда, когда экви-
валентны (в группе G) их канонические 
лифты. 
Результат действия на канонический лифт подмногообра-
зия внутренних автоморфизмов описывается следующей тео-
ремой. 
Теорема 3 
[2] 
Если канонический лифт подмногообразия ( )f,0  по системе подпространств 
1 , 2 ,…, 1p+  подвергнуть преобра-
зованию ( ) 1haha:GG:h −→ ֏☺ , 
то получим канонический лифт подмного-
образия ( )fT, h0  , построенный по 
системе подпространств 
1h  , 2h  ,…, 1ph + . (18) 
Выше каждому подмногообразию ( )f,0 , для которого 
возможно построение канонического репера, была отнесена 
совокупность функций ( )01 xρλ ,…, ( )0s xρλ , 00x ∈ , ко-
торые называются дифференциальными инвариантами под-
многообразия ( )f,0 . Справедлива теорема о том, что два 
подмногообразия однородного пространства одинаковой раз-
мерности эквивалентны в том и только том случае, если в 
соответствующих точках их дифференциальные инварианты 
совпадают. Будем считать, что соответствие между точками 
подмногообразий задается с помощью прообразов. Что же 
означает “одинаковые дифференциальные инварианты”? 
Система (15), задающая дифференциальные инварианты 
подмногообразия ( )f,0 , дает выражение левоинвариант-
ных форм группы через некоторые базисные: 01s =+ω ,…, 
0t =ω . Базисные формы выбираются произвольно с тем 
условием, что они, будучи ограниченными на )f(T
∧
 , 
образуют там базис. 
Вид функций, являющихся дифференциальными инвари-
антами, зависит от выбора базиса на )f(T
∧
 . Выберем 
базис { }n1 V,...,VV =  векторных полей на 0 . Условимся в 
качестве базисных форм подмногообразия ( )f,0  в точке 
00x ∈  брать формы , где знак * означает форму, 
дуальную соответствующему вектору, а знак ∼ означает ее 
левоинвариантное распространение на группу Ли G. При 
этом понятие “дифференциальные инварианты” приобретает 
конкретность для подмногообразия ( )f,0 . 
Имеет место следующая теорема. 
Теорема 4 
[2] 
Для того, чтобы подмногообразия ( )f,0  и 
( )g,0  были эквивалентными, необходимо 
и достаточно, чтобы существовал базис век-
торных полей { }n1 V,...,VV =  на 0 , та-
кой, что  и для любых 
соответствующих точек этих подмногообра-
зий дифференциальные инварианты, найден-
ные соответственно в базисах ( )*iVfd
∧
 и 
( )*iVgd
∧
 совпадают. 
Рассмотрим теперь введенное в [8] формулой (13) кано-
ническое вложение 
∨
f  подмногообразия ( )f,0  в алгебру 
Ли ☺ структурной группы Ли G: 
 ( )





→
∧
−
∨
0
1
00 xfexpx::f ֏☺ . (19) 
Справедлива формула [7, с. 136]: 
 ( ) ( )( )XexpJXAd exp σσ = . (20) 
Рассмотрим 
∧
−
∨
= fexpf 1 . Отсюда: 
∨∧
= fexpf  . В 
силу (20) имеем: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )





=





=




 ∧∨∨
000 xfhJxfhAd expxfexphJ , 
00x ∈ .  (21) 
Отсюда следует, что ( ) ∨fhAd  есть образ при отображе-
нии 
1exp−  канонического лифта подмногообразия 
( )fT, h0   по совокупности подпространств (18). 
Таким образом, справедлива теорема: 
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Теорема 5 
[2] Если на каноническое вложение 
∨
f  подмного-
образия ( )f,0  подействовать преобразова-
нием hAd  присоединенной группы HAd , 
то оно преобразуется в каноническое вложение 
подмногообразия ( )fT, h0   по совокупно-
сти подпространств (18). 
Применив к равенству (21) каноническую проекцию pi, 
получим: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )





=





=
∧∨∨
000 xfhJxfhAd expxfexphJ  pipipi
 (22) 
Учитывая, что ( ) pipi  hThJ = , ff =
∧
pi . Отсюда 
получим: 
 ( ) ( ) ( )





=
∧
00h xfhJxfT  pi  (23) 
и 
 ( ) ( )





=
∨
00h xfhAdexpxfT  pi . (24) 
Равенства (37) и (38) вместе с теоремами 3 и 5 доказывают, 
что имеет место следующая теорема: 
Теорема 6 
[2] 
Эквивалентность относительно внутренних 
автоморфизмов группы H на множестве всех 
канонических лифтов n-мерных подмногооб-
разий однородного пространства H
G
 ин-
дуцирует H-эквивалентность соответствую-
щих подмногообразий однородного про-
странства H
G
. Эквивалентность относи-
тельно присоединенной группы HAd  на 
множестве всех канонических вложений n-
мерных подмногообразий однородного про-
странства H
G
 индуцирует H-
эквивалентность соответствующих подмно-
гообразий однородного пространства H
G
. 
 
Поскольку в однородном пространстве H
G
 проблема G-
эквивалентности подмногообразий сводится к проблеме H-
эквивалентности, то теоремы 5,6 сводят проблему G-
эквивалентности подмногообразий в однородном пространст-
ве H
GM =  к проблеме H-эквивалентности подмногооб-
разий в алгебре Ли ☺ структурной группы Ли G. 
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Рассмотрим разностное уравнение p-го порядка 
 ( ))1pn(x),...,2n(x),1n(x,nf)pn(x −+++=+ .(1) 
Будем искать решение этого уравнения в виде 
 ∑
=
⋅=
p
1j
jj )n(x)n(c)n(x , (2) 
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